
臺北市九十五學年度 

高級中學數學及自然學科能力競賽 

數學科筆試（一）【參考解答】 

 
問題一【解】 

(1)當 2n 時， 0
2)( axxf  。因為 0)1( f ，所以， 10 a ，此時多項式

))(1(1)( 0
2 axxxxf  。這表示：當 2n 時，本題的多項式只有 12 x 。 

(2)當 3n 時， 0
2

2
3)( axaxxf  。因為 0)1( f ，所以， 01 02  aa 。因為

))()(1()( 02 axaxxxf  ，所以， 0021 aaa  。兩式合併，得 

222 1)1( aaa  ， 或  0)1( 2
2  a 。 

由此得 12 a ， 00 a ， 23)( xxxf  。此時 2ax  不是方程式 )(xf 的因式。 

這表示當 3n 時沒有本題的多項式。 

(3)當 4n 時， 0
2

2
3

3
4)( axaxaxxf  。由 0)1( f 得 01 023  aaa 。因為

))()()(1()( 023 axaxaxxxf  ，所以， 00231 aaaa  。 

(i) 若 00 a ，則得 132 aa 。因為 2a 與 3a 都是整數，所以，可得 132  aa 或 132  aa 。

於是， 0
234)( axxxxf  或 0

234)( axxxxf  。當 

0
234)( axxxxf  時，由 0)1( f 得 30 a ，但 3)( 234  xxxxf 顯然不滿足

0)3( f 。當 0
234)( axxxxf  時，由 0)1( f 得 10 a ，但 )(xf 1234  xxx

顯然不滿足 0)1( f 。因此， 00 a 的情形無解。 

(ii) 若 00 a ，則得 32 1 aa  ， 2
3

3
3

4 )1()( xaxaxxf  。因為 )(xf 可分解成

)1)(1()( 3
2 axxxxf  ，而依題意， )1)()(1()( 33 axaxxxxf  ， 

可知 03 a ， 12 a 。於是， ))()()(1()1()( 320
22 axaxaxxxxxf  。這表示

)1( 22 xx 是本題所求的整數係數多項式的一例。 

綜合以上結果可知：當 4n 時，本題的多項式只有 )1( 22 xx 。∥ 

 

問題二【解】 

解 1：將兩端平方，得 
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 (不合) 。 

由 12512 22  xx 可得 

012125)1(12 222  xx ， 

0)314( )413( 22  xx ， 

3

4
12 x  或 

4

3
12 x ， 

9

25
 2 x  或 

16

252 x ， 

3

5
 x 或

4

5
x 。 ( 因為 0x  ) 

代入原方程式檢驗，兩數皆為根。 

 

解 2：將原方程式去分母、移項、平方去分母，即得 1)1235(12 2  xxx 。將兩端平

方，得 

)1)(1225840144(144 222  xxxx ， 

01225840937840144 234  xxxx 。 

由試除法可知 35 與 45 為上述方程式的的兩根，根據因式定理將上式左端因式分解，

得 

0)493512)(253512( 22  xxxx ， 

3

5
 x 或

4

5
x 或

24

73735
x 或

24

73735
x 。 

因為 0x ，所以， 24)73735(  不是原方程式的根。代入原方程式檢驗， 35 與 45 皆

為原方程式的兩根。 

當 24)73735( x 時，得 
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由此可知： 24)7335(  與 24)73735(  都不是原方程式的根。 

 

解 3 由原方程式可知：此方程式的實根必大於 1。 

    若 1x ，則必有唯一的 滿足 20   及 secx 。將 secx 代入原方程式，

因為 20   ，所以，  tantan1 22 x 。於是，可得 

12

35

tan

sec
sec 




 ， 

12

35

sin

1

cos

1



， 

12

35

cossin

cossin







。 

將兩端平方，得 

144

1225

)cos(sin

)cos(sin21
2







， 

0144)cos(sin288)cos(sin1225 2   ， 

0)12cossin49)(12cossin25(   ， 

25

12
cossin   或 

49

12
cossin  。 

因為 0sin  且 0cos  ，所以， 0cossin  。於是，得 

25

12
cossin  。 

進一步得 

25

49
cossin21)cos(sin 2   ， 

25

1
cossin21)cos(sin 2   。 

於是，得 



5

7
cossin   ， 

5

1
cossin   。 

進一步解得 

5

3
cos   或 

5

4
cos  ； 

3

5
sec   或 

4

5
sec  。 

由此可知：原方程式的解為 35 與 45 。∥ 

 

 

問題三【證】 

首先注意到：不論 n 是任何正整數，恆有：當 ba  時，可得 nn ba  ；當 ba  時，可

得 nn ba  。 

由前段性質可知：不論 m 與 n 是任何正整數， mm ba  與 nn ba  必滿足下述三種

情況之一：兩數同為正數 (當 ba  時)，或兩數同為負數 (當 ba  時)，或兩數同為 0 (當

ba  時)。於是， 0))((  nnmm baba 恆成立。乘開即得 

0  nmmnnmnm bbabaa ， 

mnnmnmnm bababa   ， 

nmmnnmnmnmnm bbabaaba   )(2 ， 

))(()(2 nnmmnmnm bababa   ， 

222

nnmmnmnm bababa 





 

。 

根據前段的結果，可得 

222

553322 bababa 






。 

同理，可得 

222

995544 bababa 






。 

     綜合前兩段的結果，即得 



222222

994455443322 babababababa 















。∥ 

 

問題四【證】令點 X 與點 Y 分別表示點 A 對直線 BM 與直線 CM 的對稱點，則點 X 在

直線 BP 上且點 Y 在直線 CP 上。 

因為△XBM 與△ABM 對直線 BM 對稱，且△YCM 與△ACM 對直線 CM 對稱，所

以，可得 

ABXB  ， AMXM  ， 90 BAMBXM ； 

ACYC  ， AMYM  ， 90 CAMCYM 。 

    在△PXM 與△PYM 中，因為 

YMXM  ， PMPM  ， 90 PYMPXM ， 

所以，△PXM 與△PYM 全等。由此得 PYPX  。 

    於是，可得 

ACABYCXBYPYCXPXBPCPB  )()( 。 

這就是欲證的結果。∥ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


